
SCD LYON 1



SCD LYON 1



SCD LYON 1



X T A R 1 ;

R E C H E R C H E S

SUR

L ’ H I S T O I R E  D E S  S C I E N C E S  M A T H É M A T I Q U E S

C H E Z  L E S  O R I E N T A U X ,

D ’A P R È S  D E S  T R A IT É S  IN É D IT S  A R A B E S  E T  P E R S A N S .

SCD LYON 1



SCD LYON 1



R E C H E R C H E S

SUR

L ’H ISTO IRE D E S SC IE N C E S M ATH ÉM ATIQUES

C H E Z  L E S  O R I E N T A U X ,

D’APRÈS DES TRAITÉS INÉDITS ARABES ET PERSANS,

P A R  M. F.  W O E P C K E .

PARIS.

I M P R I M E R I E  I M P É R I A L E .

M D C C C  L X .

SCD LYON 1



SCD LYON 1



R E C H E R C H E S

S U R

L ’H IS T O IR E  D E S S C IE N C E S  M ATH ÉM ATIQ U ES

C H E Z  L E S  O R I E N T A U X ,

D ’A P R È S  D E S  T R A IT É S  IN É D IT S  A R A B E S  E T  P E R S A N S .

T R O I S I È M E  A R T I C L E 1.

so n  UNE M ESURE D E  LA CIRCONFÉRENCE D U  C ER C LE , D U E  AUX ASTRO­

NOM ES ARABES , ET FONDÉE  SUR UN CALCUL D’ABOU L W A FÂ .

J’ai rem arqué le  passage d on t la traduction et la 

discussion feront l’o b je t de la présente note dans 

un fort beau m anuscrit arabe que M . Sch effer a eu 

la  bon té de m e com m u n iqu er. Je m ’em presse de lu i 

tém oigner toute m a reconnaissance d ’une si b ien ­
veillan te  libéralité.

1 V o ir  le  Journal asiatique, ca h iers  d 'o cto b re-n o vem b re i 8 5 /i, 
p . 3/i8 ii 384  ; février-m ars 1 8 5 5 , p. 2 18  à 2 5 6 , e t avril 1 8 5 5 , 
p. 3 o<j à 3 59 . Il faut su p p rim er dans le  prem ier de ces a rtic le s , 

ca h ier d 'octobre-novem bre i 8 5 i  , p . 3 ( io , lign es 20 e t 2 1 , les  mots
0 d'après C a s ir i, etc. 0 ju squ 'il « 26 m ars 1 ¿ 7 7 . »
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C e  m anuscrit contient une collection des traités 

que les astronom es arabes appelaient les Intermé­

diaires, c a l k L j j m , parce que leu r étude suivait 

celle  des É lém ents d’E u clid e , e t précédait celle  de 

la  G rande Syntaxe de P tolém ée. C e  sont :

Les Données d’Ëuclide, u u j L a W J  cjI S '
L es Sphériques de Théo dose, jS i l l

L e  livre dAutolycus sur la Sphère en mouvement, 

îL & jz sk i i  üjSiii c jI jæ s.

Les Sphériques de M enelaus, £

% if î  J K a ü i.

L e  livre des habitations de Théodose, y-5 L 4 l -

L ’ Optique d’E uclide, ü*cs.xkè)i jJàU U  ç jU f e .

Les Phénomènes d’Euclide, ¿ L L ü l ^ j û U à  v U-s=

Théodose. Des jours et des nuits, o f e

JUAIt, r ^ i  ¿ .

Autolycus. Des levers et couchers des étoiles, c jL x _ ^

L e livre des ascensions d'Hypsiclès, (_j*ijÿJu*j| c_>L^>

Aristarque. Des grandeurs et des distances du soleil 

et de la lune, u~>j- *   ̂ ¡¿j- *?- î  l_jLx£=d

£<?,« lemmesd'Archimède, c a l i ^ U  i_>lx£=,

Le traité de la sphère et du cylindre d’Archimède, 
¿0IjJaAvül  ̂ SjXJi <_>lx£=>.
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L a mesure du cercle d'Architnède, ¿JUt»
mXj ¿ .

Un traité de la composition des rapports, et des pro­
priétés d'an triangle plan ou sphérique coupé par une 

transversale (tradu it du persan en arab e), 
g lk iü lj j £ i J i

C es traités sont accom pagnés, en p artie , de com ­

m entaires. Ils sont suivis de dates de copie q u i m on­

trent que le  m anuscrit a été écrit à Soultâniyeh 

p en dan t la seconde m oitié de l’année 7 2 2  de l’h é­

g ire ; ce qui correspond à la  seconde m oitié de 

l ’année i 3 2  2 de notre  ère. O n  tro u v e , en outre, 

certaines dates relatives à l’ach èvem ent de la rédac­

tion des éditions d on t le  présent m anuscrit nous 

offre la  cop ie. C es dates appartienn ent aux années 

6 5 1 et 6 5 3  de l ’hégire ( 1 2 5 3  et 1 2 5 5  de n otre  ère).

O n  vien t de v o ir  que le  T raité  de la  mesure, du 

cercle  d ’A rch im ède fait partie des ouvrages contenus 

dans ce vo lum e. O n sait que ce traité a pou r objet 

la déterm ination d’une valeur approchée du nom bre 

qui exprim e le  rapport de la lon gu eu r de la c irco n ­

féren ce d’un cercle à la lon gueur de son diam è­

tre. O r, à  la suite de la  troisièm e et d ern ière p ro ­

position de ce traité , il y a , dans le m an uscrit de 

M . Scheffcr, un passage con ten an t une déterm ina­
tion du m êm e n om bre considérablem ent plus ap­

prochée que celle  d’A rchim ède. L a  don née princi­

pale sur laq u elle  est fondée cette déterm ination est 

attribuée à A b o û l W afà. J ’ai inséré dans le  Journal 
asiatique, il y a quelques ann ées, l’analyse d’un ou- 

J. As. E xtrait 11° 2. (i8 6 0 .) 1
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vrage géom étriq ue de cet auteur, e t , à cette occa­

sion , j ’ai don né une notice assez étendue sur la vie et 

les écrits du célèb re astronom e. A b o ù l W afà m ou­

rut à B agh d àd, le  1er ju ille t  9 9 8  de n otre  ère.
L ’évaluation du rap p ort de la circonférence au 

diam ètre a été un des problèm es les plus célèbres de 

la géom étrie de l'antiquité et du m oyen âge, et 

m êm e aujourd’hui il donne lie u  à quelques-unes 

des plus belles applications de la théorie des in té­

grales définies. Si les puissants m oyens de j’analyse 
m oderne nous perm ettent actuellem en t d’atteindre 

dans cette évaluation  à une exactitude dont il est 

difficile de se faire une id ée, il est curieux sans 
doute de connaître u n  des degrés interm édiaires 

auxquels il a fallu  pén ib lem en t s’é leve r avant de par­

v e n ir  à une telle perfection.

L ’im portance historique de la question m ath ém a­

tiq ue à laq u elle  se rapporte le passage arabe que je  

v ien s de signaler, la h aute réputation de l’auteur qui 

a fourn i l ’é lém en t fondam ental de la  solution co n ­

ten ue dans ce passage, la circonstance favorab le que 

nous connaissons avec une sûreté parfaite l ’époque 

de ce géom ètre, enfin différents détails qui offrent 

un intérêt p articu lier et qui seront exam inés plus 

lo in , tou t cela m ’a sem blé faire de ce m orceau  une 

d on n ée précieuse pou r l’histoire des m athém atiques 

du m oyen  âge.
C ’est à ce titre q u e je  le  p u b lie , en le  faisant 

suivre d’u ne traduction et d’une discussion m athé­

m atique du résultat obtenu par le géom ètre arabe.
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J'ai étendu cette discussion au ca lcu l original d ’Aboûl 
VVafâ, que j ’ai retrouvé dans un m anuscrit de ia  B i­

bliothèque im périale.

C et exam en p rou vera ,

i°  Q u e  l ’erreu r dont est affectée la valeur de 
sin 3 o' calculée par A b o û l W afà  est de

o ,  o o o  . o o o  . o o i .  17/1. 292 ;

2° Q u e  l ’erreu r q u e com porte sa fo rm u le d’inter­
polation est de

o , 000 . OOO . 001 . 000 . 5 2 9 ;

3 ° Q u e la  valeur du nom bre tt qui résu lte du calcul 

de notre texte est affectée d’u ne erreu r de

o , 0 0 0 0 2 4 5  ;

à0 Q u ’il y a quelques raisons de croire que ce 

calcul ne doit être considéré que com m e un 

exem ple des opérations num ériques auxquelles 

donne lieu  la m éthode exposée dans notre te x te , et 

n on  pas com m e une déterm ination  définitive de la 

valeur du n om b re it\
5 ° Q u e , avec les form ules et les don nées qu ’il 

avait à sa disposition, l ’auteu r de notre texte aurait 

pu facilem en t arriver à une va leu r de -n affectée seu­
lem en t d’une erreu r de

o , o o o o o 5 3 ;

6° Q u e  toutefois la  m éth od e suivie par l’auteur, 

tan t qu ’elle restait fon dée sur le  calcul d’A b oû l W a fâ ,

—  9  —
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ne perm ettait pas de faire descendre l ’erreu r de la 

va leu r de -n au-dessous de

o , o o o o o o 3 6 .

L e m oyen principal pou r arriver aux résultats 

que je  vien s d’én on cer, et q u i , je  pense, perm ettron t 

au lecteu r de se form er un ju g em en t précis sur la 

va leu r d e  la déterm ination arabe du nom bre n ,  a 

été de séparer, p ar des considérations an alytiques, 

la  partie q u i, dans l’erreu r des résultats finaux o b te­

nus par les auteurs arabes, p rovient de l’im perfec­

tion de la m éth od e, de la partie qui a son origine 
dans la défectuosité des données qu ’ils em ploien t, 

et dans le degré d ’inexactitude q u e com portent leurs 

calculs.

TEXTE DU PASSAGE.

CaÀaxj SjjIO-JS (j-* i

¿ Ü ÿ J o t (J* 5 yKS-j <->\ji ŝ i

¿jûA-»i-j 5 (j (¿«XÎI Qp* lxX«ô

<xli‘

j J a - i U l  ¿WAÂwJi Sjoloüi tg jJ î

(^ ÎîX aÜ  l L a j i  jjo a ii ¿ U i 

-O  ¡¿y (ja_jL_i_>j Lâ-X^>-i ¿ c  iiA^ti ^>jJ
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1-/I jÌìXJI t ĴiXÄV̂ ä

p ^ > - ä ä -o t-< l ì  ^ J ^ j i

P

i^=» ¡kÁ^MM ¡j—

c->i _j_jj  J_na_jj laA^Ji jg 

jjl  SjliXiCo y^Cxj

i)  £  ‘ 'O jÄ S  *0 ^  S¿y5"<X li 

Jjtís» I¿1 '*-=*■ j S  O U í l jy j  y ú j  üw>l=- ¿ó ¿ ó  Aj J Ä
p

JJ^ £  £-*̂ ¿> s\jXx~- i¿!5 i^)-=- 0^-*^5 _>iaÁJi
P

v*LJ¿ » <î C .1  s^jloüS ¿  (jjí)-***í ¿sí^*+*“ 

._ i ^  •' U juäj SM j ¿üjlí loi ¿g loi l" v ,1  ÄAawÄ1 J X ä J !  

¿Cw*Ai.jy5 ~jwjjjS" «J £  i i  j!¿v¡Ü> y l í  Á=>yi>

^JaxJi i_Á*aj £ 0 ^ 5  ¿̂ j-w\ä  la  J  g  ‘^-0 £

J_> *_Á_* ¿ i ^ ^ 'U v a jü  ^-=>- ñ "  =*-t L¿»-y£> ^*>J!

¡ŝ  y lj 1¿S”~L» iXJ ^* &ó ¿o ¿ó í"ó*h 

¿  ¿ i Vx-?JJ¿> ¿uvilw  b_ÿ-j_)J y  J>j laj k j  =>i k ¿ -  y & j 

j!«X ji_ * ¡r_j-=- Ji £ í»
-------- ~~ w f * ~̂ T
la3 ^3 &\Xaxa& ¿oo ]¿S

1 Le m s. porte Lj Jai^Lo o J  c j  *j y i  *i *j »"¿»‘M, <ü au  lieu  
rie *j  p o u r les  tierces.
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j S j l

L̂ _^ W-] 1 &A A A b  5y-ji*X_)î IxLô

LlA_*>- i i !  y i l j  <̂ —>. ‘J'j 4“ k j  l“V1 S-iyM.̂ !

jJ Ï . & I  i-®).=- Ja*sii y *  yJ^ ^ C j ¿¿jU ^.kxli

<-*—j < ĵ -i- y-« £  laj ¿5 ^  tf*

y li” (J*lX_A_«vÎ)l &J~Sb> ££!>>--J| )̂i<XJLU tjl li&l_Üÿ£». l i î j

i j -¿-s i î> Lc^io-*J! JIa- Î iü'iXj Lîa^I

Sj_Ji_S J jS j  ¿CÜb U 'lfy =̂ ‘ (Jk***» (¿y* ■P̂ )':?"I

<3> ¿üüb i î 3  iXo ^ .? {¿¡¡¿Ùy* CJ-* Sj m £

TRADUCTION.

«Je (lis : les astronom es possèdent une autre m é­

thode. C ’est qu ’ils déterm in en t, au m oyen des prin­

cipes expliqués dans le  liv re  de l ’A im a geste et dans 

d’autres ouvrages astron om iq u es, où les théories sont 

accom pagnées de dém on stration s, la corde d’un 

petit arc  égal à une certaine partie de la  circon fé­

ren ce du cercle . Ils con sidèren t cette cord e com m e 

le côté d’une figure inscrite au cercle ; e t ce côté

'  L e  m s. p o rte  (_>j o-> i  _jr! l " v 1 , erreu r de copiste
évid en te, ainsi qu’ on le  v o it , soit p a r la  répétition du m cm e n om ­

b re , deu x lign es p lu s  lo in  dans le  te s te , soit en vérifiant le  nom bre 
par le  ca lcu l.
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sera à la perpen diculaire abaissée du cen tre du cercle 

sur le m êm e c ô té , com m e le côté de la figure c ir ­

conscrite au cercle et sem blable à la  p rem ière , à la 

m oitié du diam ètre. Ils déterm inen t d on c égalem ent 
ce dernier côté. D ’après les valeurs trouvées ils dé­

term inent deux quantités telles que la  circonférence 

dépasse l ’une et est inférieure à l ’a u tre , en ve rtu  de 

quoi la circon féren ce sera déterm inée avec la plus 

grande approxim ation possible.

« S o it, par exem ple, le 

cercle  A B , son cen tre C , 

e t A B  une partie de ce 

c e rc le , d on t sept cent 

vingt sont égales à la c ir ­

conférence. M enons la 

corde A B . Sa m esu resera , 

avec la plus grande ap­

proxim ation p ossib le, d ’a­

près le  ca lcu l d ’A b o û l W afâ  A lb o ù zd jà n î, fondé 

sur les principes susm entionnés,

o p 3 i '  2& "55 ," 54 , , 5 5 \

C e c i est la corde de la m oitié d ’un d egré , si l’on 

p ose le  diam ètre égal à cen t v in gt parties. Si nous 

considérons cette cord e com m e le  côté d’une figure 

de sept cen t v in gt côtés inscrite au c e r c le , le  p éri­

m ètre  de cette figure se ra , d’après ce la ,

3 7 6P 5g ' 1 o" 59'".
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Si ensuite nous prenons la m oitié de la corde de la 

m oitié d’u n  d e g ré , la  m esure de A D  sera :

o'’i 5'/.2" 27'"57', 27'.

L e  carré  de cela est :

op 4' 6" 44'" 2" 4' 57’‘ 25" 'i 8' " '  3o ' y , 

et le carré d e  la  m oitié  du diam ètre ou de la ligne

A C
3 6 o o p.

N ous en retranchons le  carré de A D , et il reste le 

carré de D C  :

3 5 9 9 p 5 5 ' 53 ''. 5”  5 7 "  55 ’  2"  34™ 4 1" “  29"  5 1 *.

L a  racine de ce la , ou  la ligne D C , est

59p 59 ' 57" 5 6 ," 3 7 " 5 6 ï 5 i v'.

N ous m ultiplions A D  par C H , qui est la m oitié du 

diam ètre, e t nous divisons le  résultat par D C ; il ré­

sulte la m esure d e  E H  :

opi 5 ' 42 " 28" '29" à 5 ".

D ou blan t cela on obtient :

op3 j '  2 4 "5 6 m59” 3 r  [sic)-,

ce qui est la m esure de E Z , c ’est-à-dire du côté de la 

figure de sept cen t vin gt côtés circon scrite au c e r c le , 

et sem blable à la  p rem ière. L e  périm ètre de cette 

ligure sera con séquem m ent :

376p5g '23" 54'"i2‘\
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« D o n c, si nous posons le  diam ètre égal à cent 

v in g t, la circon féren ce sera de 3 76 parties plus une 

fraction plus grande q u e 5 c/ io " 5 9 '" o '\  et plus p e­

tite que 5 9 , ü 3 " 5 4 ," i 2". Si nous transform ons cela 

pou r le rapp orter à la m esure m en tion n ée p ar Ar- 

ch im èd e, la circonférence dépassera le  trip le du 

diam ètre d’une quantité plus grande que dix soixante- 

dixièm es et 3 8 ' A i "2 1 , et plus petite que dix 

soixante-dixièm es et 3 7'<4 7 " 3 7 " ';  ce sera ap p roxi­

m ativem en t d ix soixante-dixièm es et 3 8 ' 1 k" 2g1". »
C

DISCUSSION DU CALCUL.

I .

C om m e le procédé em ployé par les astronom es 

arabes pou r trou ver la m esure d e  la circon féren ce 

du cercle  est fon d é, d ’après notre texte , sur les 

principes contenus dans la  G rande Syntaxe de Pto- 

lé m é e , il sera utile de se rendre co m p te , en prem ier 

lieu , de la d ifférence qui existe entre les m éthodes 

d’A rch im ède et de P to lém ée, et d ’expliquer ju sq u ’à 

quel poin t la secon de peut servir au in cm e b u t que 
la prem ière.

A rchim ède prend  pour poin t de départ l’hexa­
gon e régu lier c ircon scrit au c e r c le , d on t le côté est 

au diam ètre du cercle dans le  rap p ort de i à \ / 3 . 

(1 passe de là , p ar la bissection d’un angle au cen tre , 

au côté du dodécagone circon scrit pou r déterm iner 

de nouveau le  rapport de ce côté au  diam ètre du
J. A s. E xtrait n° 2. (1860.) 2
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cercle. P ar trois autres bissections successives il par­

vient enfin à obtenir le  rapport du côté du polygone 

régu lier de quatre-vingt-seize côtés c ircon scrit au 

c e rc le , au  diam ètre. C es bissections d’angles se tra 

duisent, dans le  ca lcu l, par des extractions de ra­

cines carrées. C onsidérant ensuite les polygones 

inscrits, A rch im ède com m en ce égalem ent par l’hexa­

gon e régulier, d on t le  côté est au diam ètre d u  cer­

cle dans le  rapport de 1 à a ,  et d éterm in e, au 
m oyen de quatre bissections d'angles à la c ircon fé­

ren ce , le  rap p ort du côté du polygon e régu lier de 
quatre-vingt-seize côtés inscrit dans le  c e r c le , au dia­

m ètre. A  ces nouvelles bissections dans la  figure 

géom étriq ue correspondent p are illem en t, dans le 

ca lcu l, des extractions d e  racines carrées.
M ultipliant par 96 les deux rapports auxquels il 

est arrivé  en d ern ier l ie u , A rch im èd e a deux lim i­

tes en tre lesquelles doit être com pris le  rapport de 

la circon féren ce au diam ètre d u  cercle. I l trouve 

ainsi que ce rapport, est plus petit que 3 y  e t plus 

grand que 3 y-f.
R em arquon s surtout q u e , dans les calculs aux­

quels cette m éthode don ne lie u , il n’entre d’autres 

opérations que des résolutions d e  proportions et des 

extractions de racines carrées, c’est-à-dire des opé­

rations dans lesq u elles, m êm e lorsqu’on les exécute 

à la  m an ière des ancien s, le  degré de précision du 

résultat n e dépend que de la volon té et de la patience 

d u  calculateur.
Il n’existe d o n c , ch ez A rch im è d e, aucune erreur

—  16  —
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inhéren te à la m éthode com m e telle. C elle-ci csl 

parfaitem ent rigoureuse. E n  continuant les bissec- 

lions, et en prolongeant suffisam m ent les extrac­

tions des racin es, on p o u rra , d’après cette m éth ode, 

d éterm in er le  rapport ch erch é avec une précision 

qu ’on  poussera aussi loin qu ’on vo u d ra, pourvu 

qu ’on ne se laisse pas reb u ter par la lon gueur des 
calculs.

Il n’en est pas d e  m êm e de la  m éthode de P to ­

lém ée. L ’ob jet prop re de P tolém ée est de calculer 

une table de cordes. O r  certaines cordes p eu ven t 

être considérées com m e des côtés d e  polygones ré ­

guliers inscrits, e t ,  p ar le  p rocéd é em ployé dans le 

texte ci-dessus, on  peut im m édiatem en t ca lcu ler le 

côté d’un p o lyg on e circon scrit correspondant à un 

côté don né de p o lygon e inscrit. O n p eu t don c faire 

servir la m éthode de P tolém ée au  m êm e b u t que 

celle  d’A rch im è d e, e t , p ar conséqu en t, la com parer 
à cette d ernière.

P to lém ée calcule le  côté du pentagone régu lier 
inscrit, ou  la cord e de 7  2°; d e  cette va leu r et de la 

corde de 60°, qui est égale au ra y o n , il déduit la 

va leu r de la corde de 1 20, et de là , par deux bis- 

sections successives, celle de la cord e de '6°. T o u tes 

ces évaluations se font au  m oyen de proportions et 
d’extractions de racines carrées.

M ais P to lém ée a surtout en v u e , et a su rtou t be­
soin de ca lcu ler la corde d’un degré, parce que le  d e­

gré est l’unité à laquelle  se rapp orte la division du 

c e rc le , qui est la base de tous les calculs nstrono-

—  17 —
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m iques. C ’est à quoi il est im possible de parvenir 

par des opérations n’im pliquant que des radicaux 

du secon d degré. P o u r arriver de la corde de 3 ° à 

celle  de i°  il faudrait passer par une trisection 

d’angle ou p ar une équation d u  troisièm e d egré, que 

P tolém ée ne sait pas résoudre. Ne pouvant aborder 

son p rob lèm e d irectem en t, il a don c recours à un 

m oyen in d irect, à un procédé d’interpolation. C ’esl 

là ce q u i p ro d u it, dans l’évaluation des cordes de 

i° et des arcs plus petits que i° , un défaut d ’exac­

titude in h éren t à la m éthode m êm e, défaut qu’il 

m ’im porte de signaler ic i, et qui ne p erm et plus de 

pousser la précision du calcul au delà d’une certaine 

lim ite b ien  déterm in ée, tant qu’on suit la m arche 

de P tolém ée.
T ira n t de la va leu r de la cord e de 3 °, par des bis­

sections, les valeurs des cord es de (|-)0 et de (y )0, et 

ayant tro u vé  que la corde de i° doit être com prise 

en tre y .  cord (f)°  e t  f .  cord (|)°, P to lém ée adopte 

com m e va leu r de la corde de i° la valeur com m une 

q u e prenn ent ces deux dernières quantités pou r le 

degré d’exactitude qu ’il vo u la it obtenir dans sa tab le 

do cordes. C ep en d an t on p eu t, sans crain dre de lui 

p rêter une précision  qu ’il n’aurait pas réellem en t 

eu e , considérer celte  v a leu r com m e la m oyenne 

arithm étique des deux lim ites que P tolém ée a po­

sées; on peut d ire q u ’il fait.

cord  >° =  ;  I?  cord 4 5 '  -4- f  cord  i"  3o ' j

Il égale ainsi deux quantités q u i,  en réalité , sont

—  18  —
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différentes; l’erreur de sa m éthode sera par consé­

qu en t égale à la d ifférence de ces deux quantités. 

D ésignant cette erreur p ar e on aura don c :

e —  cord  1” —  j  cord  45 '  - i -  § cord  1° 3o 'j

=  2 j s i n  3 o ' --- f s i l l  9. 2 1 3 o " ---- ;  s i  II 4 5 ’  j

=  2 j o , 0 0 8 7 2 6 5 3 5 .5  —  0 ,0 0 4 3 6 3 2 0 2  —  0 , 0 0 / 1 3 6 3 1 9 8 . 5 j 

=  0 ,0 0 0 0 0 0 0 9 .

ou  un peu m oins d’un dix m illion ièm e ‘ . Une erreur 

de tel ord re s’introduit conséquem m ent dans les ré ­

sultats à partir du m om en t où l’on a em ployé le  p ro ­

cédé d’interpolation de P to lém ée, quel que soit le 

degré de précision auquel on se soit astreint dans 

les parties précéden tes et subséquentes du calcul.
P o u r P to lém ée, u n e erreu r de cet ord re est insi­

gnifian te, parce q u ’il ne ca lcu le  ses cordes que ju s ­

qu’aux secon des, de sorte qu ’il néglige les quantités 

inférieures aux dem i-secondes ou  à 4 3 2'0 du rayon. 

E n  effet il pose cord  i ° =  î 1’ 2 '  5 o "  =  0 ,0 1 7.4537 

au  lieu  de 0,01 7/15 3 0 7 1.

M ais pou r les opérations de notre texte, où  les 

valeurs sont calculées ju sq u ’aux sexagésim ales c in ­

qu ièm es, cette erreu r serait très-considérable et 

rendrait inutile la peine qu ’on s’est don née de ca l­

cu ler les sexagésim ales quatrièm es et cinquièm es.

1 D ans un autre endroit j ’ai trou vé la  m êm e valeu r p a r des con ­
sidérations différentes. V oir le  Journal de m athém atiques p u res et 

a p p liq u ées, p u b lié  p a r M . L io u v ille , t. X IX  (année i 8 5 i ) ,  p . > 6 5 .

—  19  —
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II.

C ette  circonstance dut m e faire soupçon n er que 

le procédé d’A b o ù l W afà  ne p ouvait avoir été exac­

tem en t pareil à ce lu i de P to lé m é e , et m e lit désirer 

de conn aître, s’il était p ossib le , le  calcul original 

d’A b o û l W afà. J’ai été assez heureux pou r retrou ver 

ce ca lcu l dans u n  m anuscrit de l ’À lm ageste d’A boûl 

W a fâ , que possède la B ib lioth èq u e im p ériale, coté 

n° 1 i 3 8 , ancien fonds arabe.
L ’exam en de ce m an uscrit a non-seulem ent con ­

firm é en tièrem en t m a supposition, m ais m ’a révélé  

en outre un fait h istorique intéressant par rapport 

au développem ent et aux progrès des m athém ati­

ques dans l ’école arabe d u  m oyen  âge.

Les lecteurs de ce Journal se souvien nent sans 

doute d ’un article  sur l’algèbre ch ez les A rab es, p u ­

blié  par M . Séd illo t dans Je cahier de septem bre- 

octobre i 8 5 3 . C om m e preuve à l’appui de l ’opi­

nion favorab le qu ’il avait exprim ée sur les travaux 

des A rab es, M . Séd illo t fit connaître dans cet article  

un passage de M ériem -al-T ch éléb i, com m entateur 

d’O loug-B eg. C e passage con tien t l’exposé de deux 

m éthodes p o u r d éterm in er une va leu r approchée de 

sin i° , d on t l'une est une m éthode d’interpolation 

con çu e dans l ’esprit d e  celle  de P to lém ée, m ais se 

distinguant de cette dernière par des perfection n e­

m ents qui lu i d on nen t l ’avantage d’une précision 

bien supérieure. J ’ai dém ontré plus tard q u e l’cr-
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reur de cette m éthode n’est qu ’un onzièm e environ 

de celle de P lo lé m é e 1.
Il n’était pas sans in térêt de savoir <\ quelle 

époque rem onte ce progrès fait au  delà de la science 

g re c q u e , et dont on constatait l ’existence chez les 

astronom es arabes; mais M ériem -al-T ch éléb i, auteur 

du xv° s ièc le , se b o rn e à d ire , de la m éthode en 

q uestion , que «les savants s’en sont servis, » ce qui 

prouve seulem en t q u e lle  était en usage avant lu i, 

mais n e nous apprend pas si cet usage était, au 

tem ps de M ériem -al-T ch élébi, ancien ou m oderne.

O r l ’exam en d u  m an uscrit i i 3 8 , ancien fonds 

arab e, m ’a fait reconn aître que la m éthode d’in ter­

polation décrite par M ériem -al-Tchélébi est identi­

qu em en t celle  d ’Â b oû l W a fâ , don c q u e son em ploi 

chez les astronom es arabes d ate, au m oin s, du 

x° siècle de notre ère ; on rem arque m êm e qu’elle 

donne lie u , chez l ’astronom e du _xc s ièc le , à 

un résu ltat d ’une précision considérablem ent plus 

grande en core que chez M ériem -al-T chélébi. Cela 

tien t à ce que le  calcul d ’A b o ù l W afà a pou r ob jet 

la déterm ination de sin 3 o ' au lieu de sin i°, et à ce 

que les intervalles dont il fait usage dans son inter­

polation sont m oins grands de m oitié q u e ceux de 

M ériem -al-Tchélébi.
L e  ca lcu l d ’A b o û l W afâ  se trou ve exposé dans la 

huitièm e section du cinquièm e chapitre du prem ier 

livre de son Alm ageste (fol. 1 o v°, 1. i 2 , à fol. 1 1 
v°, 1. 1 2 , d u  m anuscrit 1 1 3 8 , ancien  fonds arabe).

1 V o ir  le  Journal de M. L io u v itle , vol. X IX , p. 166.

—  21  —
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A b o ù l YVaf'â dém on tre en prem ier lie u , com m e 

proposition au xilia ire , que :

s i n  ( a  - H  (3 ) —  s i n  a  <  s i n  a  —  s i n  ( a  —  (3 ),

si a  —  /3, a  e t  a  - h  |S son t d e s  arcs co m p ris  dans 

le  p re m ie r  q u art d e  la  c ircon féren ce .
Il établit q u e , connaissant les cordes de 3 6 ° et 

de 6o°, on en t ire , p ar des bissections successives, 

les valeurs de sin (j-f-)0 et de sin (7 7 )0; on  en tire , 

en o u tre , la va leu r de sin (-Hr)0, so^  en considérant 

ce d ern ier arc com m e la  d ifférence —  (2 ^ )° ’

soit en  le  considérant com m e déduit de la diffé­

rence des arcs de 3 6 ° et de 3 o°, attendu que ( f f ) °  
_  3 6 ° —  30°

21
11 fait observer q u e , ne pouvant pas d éterm iner 

sin ( j | ) 0 com m e le sinus de la d ifférence de deux 

arcs dont on  conn aîtrait les sin us, on n’a d’autre 

ressoui’ce que d’en trou ver la va leu r par approxi­

m ation.

Faisant ensuite usage du lem m e préalablem ent, 

d ém on tré , il obtient

sin m  -  sin- ( S r  >  i  { « n  (H )0 -  

don c 1

s i n  ( i f ) ° >  s i n  j s i n  ( ^ ) ° —  s i n  ( ü ) ° | ,

et pareillem ent

s i » ( H r < s i n ( H ) ° - | - j | s i n ( ^ ) ° - s i n ( i f ) ” | .

—  2 2  —
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II a ,  d e  c e t t e  m a n iè r e ,  d e u x  lim ite s  e n tr e  le s ­

q u e l le s  e s t  c o m p r is  le  s in  3 o ' ,  e t  d o n t  il p r e n d  la  

m o y e n n e  a r i t h m é t iq u e  c o m m e  la  v a le u r  la  p lu s  a p ­

p r o c h é e  p o s s ib le  d e  c e  s in u s ;  le  d o u b le  d e  c e tte  v a ­

l e u r  sera  c e l le  d e  la  c o r d e  d e  i° .

I l  a jo u t e  e n fin  q u e  l ’o n  p e u t ,  d ’ u n e  m a n iè r e  s e m ­

b l a b le ,  t r o u v e r  la  v a le u r  d e  sin  1°.

R e n d o n s - n o u s  c o m p t e  d ’a b o r d  d e  l ’e r r e u r  q u e  

c o m p o r t e  c e  p r o c é d é  c o m m e  m é t h o d e ,  p o u r  e x a ­

m in e r  e n s u ite  le  d e g r é  d ’e x a c t itu d e  d e s  v a le u r s  n u ­

m é r iq u e s  q u i  r é s u lt e n t  d e s  c a lc u ls  d ’A b o û l  W a f à .

A boûl W afà égale le sinus de la m oitié d’un degré 

à la  m oyen ne arithm étique des lim ites qu’il vien t 

de lui assigner; l’erreur de sa m éthode aura donc 

p ou r m esure la d ifférence entre ces deux quantités, 

à savoir la différence

s in  ( i l ) *  _  | s in  ( i | ) °  +  i  ( s in  (j f ) » -  « «  ( ü ) ° ) I ■■

A yan t ca lcu lé  les valeurs des quantités qui entrent 

dans cette form u le ju sq u ’à la  quinzièm e décim ale, 

j e  trouve

sin  3o ' = 0 ,0 0 8 .7 2 6 .53 5 .A gS .37/1 
sin  28’ 7 " ,5  +  J (s in 3 3 * ¿ 5" - s in  22/3 o") =  o ,o o 8 .7 26.536./i98.9o3

d if fé r e n c e  : =0,000.000.001.000.529

m ê m e  d if fé r e n c e  e x p r im é e  ) 0>o V V V ,m o , .5o,.. 

e n  s e x a g é s im a le s  : \

d ’o ù  il  s u it  q u e  la  m é t h o d e  d ’in te r p o la t io n  d ’A b o û l 

W a f à  d o n n e  u n e  v a le u r  t r o p  fo r te  d e  A 6 ' , 7  o u  d ’u n
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m il le m il l io n iè m e  e n v ir o n . D é s ig n o n s  c e tte  q u a n t it é ,  

d o n t  n o u s  a u r o n s  e n c o r e  à  fa ir e  u s a g e  d a n s  la  s u ite  , 

p a r  d M .

P o u r  c o n t r ô le r  m a in t e n a n t  le s  ré s u lta ts  n u m é r i­

q u e s  d ’A b o û l W a f â , j ’e n  a i c a lc u lé  le s  v a le u r s  e x a c t e s ;  

j e  le s  fa is  s u iv r e  c i-a p r è s , e x p r im é e s  e n  d é c im a le s  

e t  e n  s e x a g é s im a le s , p la ç a n t  a u -d e ss o u s  d e  c h a c u n e  

la  v a le u r  t r o u v é e  p a r  A b o û l  W a f â ,  d e  m a n iè r e  q u ’o n  

p o u r r a  im m é d ia t e m e n t  a p p r é c ie r  l ’e r r e u r  d e  c e tte  

d e r n iè r e  :

s in 3 3 '  4 5 " =  0 ,0 0 9 .8 1 7 .3 1 g . 3 3 7 .1  /19 .6 2 2

=  op 3 5 ' 2 o" 3 2"'2 7 "  3ov 5 9VI3 8’" 3 5"" 2 V  
d ’a p r è s  A b o û l  W a f â  : =  op 35' 20" 3 2'" 27”  29’  1

sin  28' 7 " ,5 =  0 ,0 0 8 .1 8 1 .1 3 9 .6o 3 . 9 3 7 .10 4

=  o p2 9 ' 27 " 7'" 34" 9 r 2 r 7 i.o” , 38 >m32 ,‘ 

d  a p r è s  A b o û l  W a fâ :  =  op 29 ' 2 7 "7 '” 34''i gv

sin  2 2 ' 3o " =  0 ,0 0 6 . 5 4 4 .9 3 7 . 9 6 7 .3 5 1 .8 5 9
=  op 23' 33" 42m23" 45v48' , i 7 '" 9" " 58'‘ 

d ’a p r è s  A b o û l  W a f â  : =  op 2 3' 33" 42"' 2 3" 56'

sin  28 ' 7 " ,5 -4-  j  j sin 3 3 ’ 4 5 " —  sin  2 2' 3o"|

=  0,008.726.536.498.903.398 
=  o1' 3 1 ' 24'' 55'"54” 46v53vl 34'" i  2'1“ 46"  

d ’a p r è s  A b o û l  W a f â  : =  o" 3 1 ' 2 4" 55"'54 "  55'

D é s ig n a n t  s in  2 8 '7 " ,  5  p a r  a ,  s in  3 3 ' 6 5 " p a r  b , 

s in  2 2 '3 o "  p a r  c ,  e t  le s  e r r e u r s  d e s  v a le u r s  n u m é ­

r iq u e s  q u ’A b o ù l  W a f â  c a lc u le  p o u r  c e s  tro is  q u a n ­

tité s  2, p a r  d a ,  d b ,  d e  r e s p e c t iv e m e n t ,  o n  a

1 L e  m s. de la  B ib lioth èqu e im p éria le  p o rte  37 au lieu de 32  pour 
les tie rce s , ce qui n 'est évidem m ent qu 'un e erre u r de copiste.

!  A boûl W afâ  d o n n e a u ss i, dans ce  c h a p itr e , la  valeu r de :

cord  36° =  3 7 ‘'4 '5 5 " 2 o '"  2 9 ''3 9' ;

—  2 4  —
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d a = - l - g ' , 6 ,  db =  —  2 ',o , <lc =  - t - i o \  2.

L’erreur que ces trois erreurs produisent dans 

le résultat final s’exprim e par

da -t-  j  (db —  d e) =  -4-  7 ' ,  6 ,

tandis qu’on avait

dM =  - h  4 6 ', 7 .

L ’erreu r provenant de l ’im perfection  de la for­

m ule d’interpolation est don c environ six fois plus

celte  valeu r est. en tièrem en t exacte, ca r je  trou ve : 

s in  18° =  o ,3 o g . 0 1 6 .9 9 4 .3 7 6
ou :

i 8 p32 '  27”  4o ”' i  4”  4 9 ' 33" ,  5 ,
d’où :

cord  36° =  3 7p !i  55 " 20"' 2 9 " 3 9'7 " .

L e  ca lcu l de cette valeu r n’ exige d u  reste que l’extraction d ’uno 

seu le racin e carrée ; ca r on a  :

sin  i 8 ° = 4  ( y / 5 —  ') •

L e  m s. d e  la  B ib liothèque im p éria le  p o r le  4 9 ”  au  lieu  d e  2 9 '',  

évidem m en t par suite d’u n e  erre u r de copiste. A la fin du ch ap itre , 

Aboùl W afâ  donne aussi la  valeu r de :

sin  i°  =  i p 2' 49"  43™ 17 ”  3 5 ’ ,

m ais sans exposé d u  ca lcu l par leq u el il l ’a  trou vée. C ette  valeu r est 
beau cou p  plus in exacte que ce lle  qu’il ca lcu le  p o u r sin 3o ' , l ’ erreur 

étant de 6" ,3  ; car j e  trouve :

sin  1° =  0 ,0 17 .4 5 2 .4 0 6 ,4 3 7
ou :

i r 2' 4 9" 43 '"i i " i 4y44" ;

c  cst peut-être qu’ un e e rre u r s’est g lissée dans le  nom bre des sexa­
gésim ales quatrièm es par un e faute de copiste.
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grande que celle  produite p ar l'inexactitude des 

quantités qui en tren t dans cette form ule. 11 suit de 

là qu ’A b o ù l VVafâ . en s’arrêtan t, dans le  ca lcu l des 

trois sinus q u i en tren t dans sa fo rm u le , aux sexagé­

sim ales cinq uièm es, a juge avec justesse le degré 
d ’exactitude que com p ortait son procédé.

L ’erreur du résultat final d’Aboù! W afà doit se 

com poser de l ’erreu r dM de la  m éth od e, et de l’in ­

fluence qu’exercen t les erreurs des valeurs num é­

riq u es, et qui s’exprim e par la form ule

(la -I- J (dl> —  de).

A  cette d ern ière partie il faut ajouter en core une 
erreu r de -+- o ' , 5  qu ’A b oû l W afà com m et en négli­

gean t, pendant qu ’il prend  la m oyen ne arithm étique 
des deux lim ites d e  sin 3 o ',  u n e  quantité de 3o 

sexagésim ales sixièm es; c a r ie s  trois valeurs qu ’A b o û l 

W afà assigne à a , b ,  c ,  substituées dans la form ule 

a T (k  —  c )> don nen t rigoureusem ent

o p 3 i '  24" 55" '54"  54 ’ 3o"

a u  lie u  d e  5 5 ’ , v a le u r  a d o p té e  p a r  A b o û l  W a fà .

L ’erreu r totale du résultat final d’A b o û l W afà, 

c ’est-à-dire de la valeur qu ’il trouve p o u r sin 3 o', sera 
don c d e  :

7 ',  6 -4- /i6’ , 7 h- o\ 5  =  54\ 8 

en plus. En effet j'ob tien s

s in 3o ’ o p3 i ' 2 4" 55 '"5/i‘* o ' i a " 4 4 '" ,

—  2 6  —
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tandis que A b o û l W afà fait

sin  3 o ' =  o p3 1 ’ i k " 55 “ S A "5 .i ' ;  

différence : =  54'/i7',i6"‘
=  0 ,0 0 0 .  0 0 0 . 0 0 1 .  17/1 .2 9 2

III.

C ette discussion du calcul original d’A b oû l W afà 

term inée, ce qu’il im porte surtout de rem arquer, 

c’est que la  valeur que le calcul d’A b oû l W afà donne 

pour le sinus d’un d em i-degré, h savoir:

o p3 i , 2ii'/5 5 " '5 4 'v5 5 ',

est idenlûjiieinent celle  qu ’il aurait assignée, d ’après 

n otre  texte, à la corde d ’un dem i-degré.

Il ne peut pas être un instant douteux qu'il n’y ait 

ici une erreur, e t que c’est notre texte qui se trom pe; 

mais on  p eu t supposer que l’auteur du texte a voulu 

présenter seulem en t un exem ple 1 du calcul num é­

riq ue auquel don ne lie u  sa m éthode p o u r  trouver 

u n e v a leu r ap p roch ée du rap p ort de la  circonférence 

au d iam ètre, et q u ’il ne  s’est p réoccu p é sérieuse­

m ent ni de l ’exactitude du nom bre d on t il se servait 

pour cet exem p le, ni de la précision du résultat, 

qu ’il ne considérait pas com m e définitif.

P o u r connaître l ’erreu r q u e l’auteur com m et im ­

m édiatem ent en substituant la  v a leu r trou vée par 

A b oû l W afâ p o u r sin 3 o ' à celle  de la corde de 3 o ',  

j’ai calculé la vraie va leu r de cord 3 o ';  j ’obtiens :

'  C 'est m êm e le  m ot dont il sc  sert. V oy. ci-dessus la traduction, 

p . 13 , 1. 10.
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s i n  1 5 ' —  o ,  0 0 / 1 . 3 6 3 . 3 0 9 .  2 8 /1. 7 5 ,

cl’où :

c o r d  3 o '  =  0 , 0 0 8 . 7 2 6 . 6 1 8 . 5 6 g .  5
=  o p 3 1 '  2 4" 56 ”  58"  35 '  58 ”  ;

par con séquen t, com m e la valeur d e sin  3 o ',  d’après 
Aboùl W afà  est

o p 3 i ’ 2 i " 5 5 ' " 5 r 5 5 ' ,

l’auteur, en em ployant cette dern ière à la place de 

celle  de cord 3 o \  p ren d , pou r base de son c a lc u l. 
u ne don née affectée d’une erreu r de 

l 'W '/ n ’

ou  de la 12 0 0 0 0 0 0 “  partie du rayon environ.

P o u r ju g e r  de l’in fluen ce que cette erreu r a sur 

ce lle  du résultat fin al, il faut rem arquer que cette 
dern ière se com pose de deux parties.

La p rem ière partie , que nous désignerons p a r S n , 

p rovien t de la m éthode de l’auteur, à savoir de ce 

qu ’il considère un p etit arc com m e la m oyen ne arith­

m étique entre les côtés des deux p o lygon es, inscrit 

et circon scrit, correspond ant à cet arc ; en d’autres 
term es de ce qu ’il pose :

a rc  3o ' = j  j cord  3o ' -+- 2 tg  1 5 ' | ,

d’où :
7r =  3 6 o  | s i n  1 5 '  - I -  1g  1 5 '  | , 

ce qui n’est pas rigoureusem ent e x a c t1. E n  effet, 

on a :

—  28  —

1 P ou r se re n d re  co m p te, d 'un e m anière p lu s g é n é r a le , de l ’er-
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d o n c  :

3 f> o |s in i5 ' -+- tg  1 5 ' j =  3 , i 4 i5 9 7 G ,
7T =  3 , i / |  1 5 9 2 7  ;

S n  =  - H  o ,  00000/19.

La seconde partie de l’erreu r du résultat final, 

que nous désignerons par dw, p rovien t de ce que 

l’auteur em ploie une va leu r inexacte de la corde ou 

du côté du polygone inscrit; et com m e c’est de cette 

va leu r qu’ il d édu it aussi celle  du côté correspondant 
du polygon e circon scrit, l’inexactitude du prem ier 

côté entraînera ce lle  du secon d et influera ainsi de 

d eu x m anières sur le résultat.
Si nous désignons par c  le  côté du polygon e in s­

crit de 720  cô tés, par C  le côté correspondant du 

polygon e circon scrit, notre texte fait :

n =  l8 o  (C  + c ) ,

O Ù

c
C  —

rc u r  q u ’on com m et en con sidéran t l'arc  com m e la  m oyenne arith ­

m étique en tre le  sin u s e t la  tan g en te , o n  a :

i  ( tg  a  -+- sin  a ) =  a  +  i a ‘  +  ^ a s + 27 »
1 00$0

e t ,  en  considérant l’a rc  a com m e la  (2111)""'° partie d e  la  circo n fé­

re n ce , on aura :

__'J— *5-l-- -̂1-e’-H. • .
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prenant la form ule d ifféren tielle , on obtient

(Itt = - 1 / .  1 S 0 .  d e .

Nous avons vu  q u e l’ erreur de de la va leu r d e ia 

corde d e  3 o ' em ployée par l’auteur, est de :

i '" 3"/i 1 ';

pour

J =  o, ooi3633, de —  —  ¡'"3" Ai' = 

on  a :

■ o , o o o . o o o . o S i  8 9 7 ,

7 ---- 7̂ ' =  ' •  o o o o 3 -,

(•- ¡y

d on c sensib lem en t :

d» =  3 6 o. dc = —  0 , 0 0 0 0 2 9 5 .

C ’est de ces deux quantités <5V  et d n  que se com ­

p o se, com m e on vien t de le  d ire , l’erreur du ré ­

sultat final. E n  effet, d ’un côté nous venons de trou­

v e r  :
S u  =  -t- o , 0 0 0 0 0 /19  

d n  =  —  0 , 0 0 0 0 2 9 5  

d o n c :  —t— iItt =  —  0,00002/16;

et, d ’un autre c ô té , nous verron s que le résultat 
final de notre texte est :

=  3 ,1 /11 ¡>6815

tandis que en réalité :

3  =  3 , i  i i  59265
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don c erreu r du résu ltat final :

* ' —  it =  —  o, o o o o a S 5 .

M êm e en  s’en tenant aux valeurs qu ’on pouvait 

prendre im m édiatem en t dans l ’ouvrage d’Aboûl 

W afâ  sans nouveau ca lcu l, il eût été plus avantageux 

pou r l’auteur de n otre  texte d’em p loyer la  valeur 

calculée par A b o û l W a fâ  pou r la  cord e de i° , et de 

tro u v er la  circon féren ce com m e la  m oyen n e arith­

m étique en tre les périm ètres des deux polygones 

inscrit e t circon scrit de 3 60 côtés. L ’auteur croyait 

p rob ab lem en t que l ’erreu r proven an t de la  substitu­

tion  du sin 3 o' à la cord e de 3 o ' serait plus que co m ­

pensée par l’avantage d’opérer sur des polygones 

de 7 2 0  côtés (avantage q u i s’exprim e par la dim i­

nution de Î7r); m ais il n’en est pas ainsi. En effet, 

prenant p o u r poin t de départ la  cord e de ^  cal­

cu lée p ar A b o û l W a fâ , et em ployant les m êm es no­

tations com m e tou t à l ’h e u re , on  a :

S n =  180 (sin  3 o ’ -H  1g  3o ' ) —  » , 

o u , en prenant le  prem ier term e de la série ( p . 2 9 ) :

ce q u i donne :
Sn =  -+- o , 0000200 ;

en suite, pour le cas a ctu e l, la m éthod e du texte 

fait :
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don c :

(17T = - + i  / .9 0 .de'.

( - ! )
ou : =  sin  3 o ' =  0 ,0 0 8 7 2 6 5 ,

d e  =  - 4 -  i " 4 9 " , 6  =  0 , 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 2 . 3 5  

ce qui donne :

d  7r =  ( 2 , 0 0 0 1 1 4 ) .  g o .  d e

= - H o ,  o o o o o o 4 ; 

don c erreur du résu ltat final : 

Su - ( -  dit =  o , o o o o 2 o 4 -

L ’auteur aurait obtenu  de cette m an ière pou r le 

rap p ort de la  circon féren ce au diam ètre une valeur 

trop forte d’u n  cinquante m illièm e en viro n , tandis 

qu’il en a tro u vé  une trop  faible d’un quarante m il­
lièm e environ.

Mais il aurait pu facilem ent arriver à un résultat 

final b ien  plus exact en core, s’il avait déduit de la 

valeur de sin 3 o' calculée p ar A b oû l W a fà , celle 

de sin 1 5 ' au m oyen  de la form ule

form ule conn ue aux astronom es arabes, et d ’ailleurs 

identique à la  form u le

1 C ette  quantité est le  d ou ble  de l ’e rre u r dont est a lïectée  la va­
le u r  trouvée par Aboûl W afà  p o u r sin 3o ' , e rre u r déterm in ée ci- 
dessus (p. 27 ).

\l

cord  a y / 4  - - ( c o r d  «)*
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posée d éjà  par P tolém ée. I l obtenait ainsi la  valeur 

de sin 1 5 ', e t par suite celle  de co rd  3 o ',  au m oyen 

de deux extractions de racines carrées, dont il pou­

vait pousser l’exactitude aussi loin  qu ’il v o u la it1, de 

sorte q u e l’erreur de celte  va leu r de cord  3 o ' ne dé­

pendait que de celle  de la valeur de sin 3 o ' qu ’il 

prenait dans l’ouvrage d’A b o û l W afâ. C ette  dépen­

dance s’exprim e p ar la  form u le d ifférentielle :

, , . . . cos i  a(1 (sin ¿a) — ----—  d sm a),
' * 2 cos a

don c l’erreu r de la cord e de a

i cos ï  “  i , ■ \de - ------—  d sin a).
cos a

O n a : d (sin a) =  0,000.000.001.17/1. 

cosiS'---- — r =  1,0000286,
cos 3o

flir—  ( 1 _1_ 1 1 1 8 0 . (le .un--  1

(x C2V( \  à ) )

ce qui donne :

d n =  +  0 , 0 0 0 0 0 0 4  ;

en m êm e tem ps :
<Sjt =  -+- 0,00000/19,

de sorte q u e :

Sit -t- dit =  ■+• o ,o o o o o 53 .

1 N ous verrons p lu s  lo in  que l’ auteur a exé cu té , dans n otre  texte, 
u n e extraction d e  racin e absolum ent p areille  à ce lle s  donl il s’agit 

i c i ,  e t q u e la  valeu r qu’ il trouve doit être  considérée com m e rig o u ­
reusem ent exacte, l ’erre u r  ne s’ élevan t pas à u n e  dem i-unité du d er­

nier ordre de sexagésim ales auq u el l’ au teu r a égard.
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D e cette  m an ière l’auteu r aurait o b ten u , au 

m oyen  de form ules et d’opérations de ca lcu l qui lui 

étaient fam ilières, e t avec les données qu’il pouvait 

p ren d re dans l’A lm ageste d ’A b o û l W a fà , u n e valeur 

de 7r qui n ’était plus affectée q u e d’une erreu r de 

un deux cen t m illièm e e n v iro n , e t , par conséquent, 

plus exacte q u e la  va leu r indienne 3 ,1/116  dont il 

sera question en core dans la  suite.
I l  résu lte cep en d an t des fox’m ules q u e j e  vien s de 

d on n er q u e , si l ’on  contin uait de cette  m an ière en 

tirant, de la  va leu r de sin 1 5 ' ce lle  d e  sin y '3 o ", et 

ainsi de su ite , on n e p ou rrait pas d im in u er in d éfi­

n im en t l ’erreu r du résu ltat final ; car 011 v o it  aisé­

m en t que la  partie Sir d écro ît en effet indéfinim ent, 

m ais que la  partie dw co n verge vers la  lim ite 

3 6 o . ds, ds étant l’erreu r d on t est affectée la  valeur 

de sin 3 o' trou vée p ar A b o û l W afâ. O r, nous avons 

v u  q u e , en supposant m êm e tous les calculs nu ­

m ériques exécutés avec une exactitude ab so lue, par 

suite du procédé d’interpolation  em p lo yé  p ar A b o û l 

W a fâ , sa va leu r d e  sin 3 o ' est nécessairem ent affec­

tée d’u n e erreu r de un m ille  m illionièm e en viron , 

d ’où il su it q u e , tan t q u e le  ca lcu l du n om b re 7r reste 

fon d é sur cette évaluation  d’A b o û l W a fà , l’erreur 

du résu ltat final ne pourra jam ais décroître au-des­

sous de :

o ,o o o o o o 3 (j.

Il suit de là que l’incon vén ien t signalé ci-dessus, 

pour u n e m éthode qui s’appuierait sur le  ca lcu l de

—  3 4  —
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P to lém ée, se présente égalem en t, quoique un peu 

plus ta r d , dans celle  de n otre  te x te , qui prend pour 

base le  ca lcu l d’A b oû l W a fà , parce que l'un et l’autre 
de ces calculs dépen dent d’u ne interpolation. I l ne 

reste d on c, des m éthodes connues aux géom ètres 

du m oyen  â ge , q u e ce lle  d ’A rch im ède qui perm ette 

d ’approcher, dans le ca lcu l du nom bre -nr, indéfini­

m ent de la va leu r exacte. T ou tefois n otre  texte co n ­

tien t un perfectionnem ent notable d e  la  m éthode 

d’A rch im è d e; car, tandis que celui-ci c a lcu le , indé­

pen dam m ent les uns des autres, d ’abord les côtés 
de tous les polygon es circon scrits, e t , ensuite, ceux 

de tous les polygon es inscrits, la  m éthode de notre 

texte n e ca lcu le  q u e les côtés des polygones inscrits, 

et tro u ve  en su ite , pou r le  côté d u  p o lygon e inscrit 

auquel on  s’arrête, le  côté correspondant du p o ly­

gon e circon scrit, réduisant ainsi à peu près de m oitié 

la  lon gueur des calculs du p rocéd é d’A rch im ède.

11 est vrai que les astronom es arabes auraient pu 

affranchir la  m éthode de notre texte de la défectuo­

sité que nous ven on s d’y  reconnaître. A yan t les va- 

• leurs de :

—  35  —

ils p o u vaien t, p ar de nouvelles bissection s, déter­

m iner les valeurs de :

sin ( ÿ )  ’ sin ( ÿ )  ’ sin ( ÿ )  ’ 

où  n > 5 , et poser en suite , en v e rtu  des principes 

ci-dessus m entionnés :
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D évelop p an t les sinus en série , on tro u ve, pour 

l’erreu r ds de la va leu r que ce lte  form u le assigne au 

sin ( ^ j  , en p ren an t pou r m esure de cette erreur

le prem ier term e de la  série qui l ’exprim e, et n é­

g lig e a n te s  term es su ivan ts, eu égard à leu r petitesse:

d s = = '+'  (3 o 5o i , 23) .2In

D ésignant l ’erre u r de la  corde de par d e,

em ployan t, du re ste , les m êm es notations que ci- 

dessus, et pren an t, v u  la  petitesse de c ,  dC  =  d e, 

on aura :

du =  1 80. 2“- 5. de =  180. 2n' \  d s ,

OU :

d ir= =  - 1 -  o , o o o 3 6 8 8 4 .  -4 :̂ ;
2

en m êm e tem ps :

Sir =  - i -  0 ,0 2 0 4 15 6 6 . ^ ,

don c :

dn -4- Su =  - t-  0 ,0 20 78 45. — ,

de sorte que l’erreu r de l ’évaluation  de n  d écroît 

indéfin im en t, au fur et à m esure que l’on continue 

les bissections.

M ais p erfection n er ainsi la  m éthode de notre 

texte, ce serait en m éconn aître l ’esprit, qui consiste

SCD LYON 1



à utiliser, pou r la déterm ination du nom bre n ,  des 

valeurs calculées dans un autre b u t, à savoir, pour 

la  construction d’une tab le  d e  cordes ou de sinus. 

O n sera it, en o u tre , obligé de faire chaque fois trois 

bissections pou r u n e qu ’exige la m éthode d’Archi- 

m èd e, et n e réussirait pourtant pas à se débarrasser 

entièrem ent de la  partie de l’erreur que nous avons 

désignée par dw , tandis q u e la  m éthode d’A rchim ède 
en est com plètem en t lib re , et ne com porte que l’er­

reu r Stt.

IV.

Exam inons m aintenant les nom bres que nous pré­

sente le  texte ci-dessus, dans le  ca lcu l par leq u el on 

d éduit de la cord e d e 3 o' les périm ètres des deux 

polygones réguliers de 720 cô tés, d on t l’un est ins­

crit et l’autre circon scrit au cercle.

L es valeurs du périm ètre du p olygon e inscrit et 

les quantités A D , A D 2, r 2 —  A D 2 n e don nen t lieu 

à aucun e ob servation ; elles son t déduites avec une 

exactitude parfaite1 de celle  de co rd  3 o '. D ans la va­

leu r de r 2 —  A D 2 on vérifie aisém ent que 5 5 "' au 
lieu  de 1 5 '" n’est qu’une erreu r de copiste. L ’extrac­

tion de la  racine y / r 2 —  A D 2 =  C D  est égalem ent

1 D ans la valeu r de A D  on a n égligé  un e d em i-unité des sexagési­
m ales c in q u ièm es; d’après l ’ usage actuel des ca lcu la teu rs on l’aurait 
co n sid érée com m e un e u n ité  en tière , e t l ’on au rait écrit 28 ', au lieu  
de 27’ , si l ’on n e  voulait pas a ller  au delà  des sexagésim ales cin q u iè­
m es.

—  37  —
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exacte; le d ernier ch iffre d e  5 1" est u n  peu trop 

fo rt, m ais beaucoup plus exact q u e si l’on  posait 5 o". 

D ans le  résultat de la  division (A D . r) : C D  =  EH  

le  d ern ier ch iffre  de 4 5 ' est égalem ent u n  peu trop 

fort. O n ne v o it pas bien  p ou rqu oi le texte pose 

en suite , dans 2. E l i  =  E Z ,  3 i ’ au lieu de 3 o '; c e ­

pen dant le  nom bre i2.’v, dans la  va leu r du péri­

m ètre  du polygon e circon scrit, qui est le  produit 

exact de E Z  par 7 2 0 , p rou ve que 3 1 ’ au  lieu  de 3 o ’ 

n’est pas une erreu r de copiste. L ’erreur de copiste 

par suite de laq u elle  le  n om bre 16  a été placé 

entre 3 j 6  e t 5 g  dans la va leu r de ce d ern ier péri­

m ètre , s'exp liq u e peut-être de la m an ière suivante. 

O n a :

3 76p =  6n 1 6P.

11 se peut que le  texte original qu ’avait sous les 

yeux le  copiste du p résen t m an u scrit, ait porté 6"i 6P 

au lieu de 3 7 6 p, et que le copiste, en x-emplaçant 

la  prem ière m an ière d’écrire ce nom bre par la  se­

co n d e, ait oub lié  de supprim er le  1 6 ,  ce qui lui 

donnait un ordre de sexagésim ales de t r o p , et lui 

faisait écrire au bout « cin q uièm es » au lie u  de « qua­

trièm es. »

L e  sens des d ern ières lignes du texte  qui con­

cern en t la transform ation des deux périm ètres « afin 

de les rapporter à la  m esure d ’A rch im è d e , » est assez 

c a c h é , et ce passage m e paraît offrir un exem ple 

frappan t des cas où  le  calcul p eu t d evenir un m oyen 

précieux de d ivination philologique.

—  38  —
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L’auteu r veut d ire  que

3 7 6 '’ 5o ' 23" 54“' 1 3iv= ( 3  H-----------t— ■' ° ;------- =— ) fois ic  d ia m è tre ,

7 ci + — + U .  +  —  1 
( 60 602 6oJ)

3 7 6 ,'5 () ' i o " 5 ()"' = 1 3 h -----------' ° -----------------  fois le  diam ètre.

7 0 + Î Ë + Î L + i i -  
( 60 6oJ 601)

E n  effet, j e  trouve

- =  16P 5g ' 23" 5 4”  i 3 ” ,o 4  =  o, 1 4 1 .58 3 . 1 1 0 .2 36

—  3 9  —

0.37
i

=  1 6P 5 g ” 1 o “ 58"',85  =  o, 1 /11 .5 5 3 .19 6 .3 7 9

7 0  + 6 Ô + 6 o5+ 6 o5

3 8  4 1 . 2 1  

7° + ^  +  6 ^ + 6V
m o y e n n e  a r i t h m é t i q u e  ft  =  0 , 1 4 i  .5 6 8 . i 5 3 . 3 o 8 

L’auteu r con sidère ensuite com m e va leu r appro­

chée d u  rapport de la circon féren ce au diam ètre

3  H ------------ t -— 2 --------------- =  3 ,  i 4 i . 5 6 8 . i 5 i . 7 2 6  =  3  - t -  p ' ,
ÔO lll 2 0

7 ° + 6 o  6Ô3 6 ^

c’est-à-d ire, ayant les deux lim ites i  et il prend 

com m e m oyen n e non pas m ais- ^  —

Si l’on prend la m oyen n e arithm étique des deux 

périm ètres non transform és, on a pou r la lon gueur de 

la circon féren ce exprim ée en soixantièm es du rayon

i (  a  a  ) a  _  a  ( 1 e 2 3  e J 7  e 1 )

11 <l 2 } b - t - c ~ b  ) b - l - ; e  b | 4 b s 8 b * + . 6 b *  " ‘ j ’

,  i 52. 5 6 o 57  • 322 .1.
c l  p o u r  a  =  1 0 ,  b  =  ------- ;------- - ,  e =  — - — - ,  l e  p r e m i e r  t e r m e

2 1 6 0 0 0  2 1 6 0 0 0

a ! e \1
i-r —  =  0 , 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 1  .¡>81 ;
b1 w

t a n d i s  ( p i e  ¡ i  —  ¡ i  =  0 , 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 1 . 5 8 2 .
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376 p 5 g ’ 1 7" 26'" 36" ,  

o u , on prenant pour unité la lon gu eu r du diam ètre, 

3'1 8 ' 29" 38 '“ 43"  18* =  3 , 1 A 1 . 5 6 8 . 1 5 5 . 8 6 4 .

En so m m e, il résu lte d u  calcul de notre texte, 

com m e valeur de it

3 , i 4 i  568  i 5 . . 

et com parant cette valeur à la valeur exacte :

3 , 1 4 1 5 92 6 5 . . . ,  

on v o it qu e l ’erreu r de la m esure arabe est de — ¿-5-7 
en viron.

P ren an t la m oyen ne arith m étique en tre les deux 

lim ites déterm inées par A rch im è d e, on obtient 

3 ÿ y j  =  3 ,1 Zi 1 8 5  ; l ’erreur est de t 0 environ , 

don c dix fois plus grande que ce lle  de la valeur 
arabe.

V .

L es Arabes con n aissaien tn n eautre valeur du n om ­
bre 7r, plus exacte encore que celle  que nous venons 

de d iscuter. E lle  se tro u v e  dans l ’algèbre de M o­

ham m ed B en  M oùçâ ', qui pose ce rapport égal à 

T 7 T T T =  3 ,1/116 . L ’e rre u r  est de t „ 1 0 à p eu  p rè s , 

ou seulem en t un tiers en viron  de celle  de la  valeur 
calculée dans notre texte. M oham m ed Ben M oûçâ 

d it de cette v a leu r qu’elle  est em ployée p ar les as­

tronom es, et c ’est aux astronom es égalem ent que 

notre texte attribue la  m éthode qu ’il expose. O n doit 

don c se dem ander p ourquoi les astronom es arabes ,

'  Voy. l’ édition de R o sen , p . 7 1  d e l à  traduction anglaise.
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connaissant depuis longtem ps une valeur fort exacte 

du nom bre w, se sont appliqués à en  ch erch er une 

autre, m oins exacte, par des calculs assez pénibles.

Il n’est pas p rob ab le  qu ’ils eussent fait cela s’ils 

avaient eu connaissance du procédé par leq u el la 

valeur \ f  p| avait été tro u vée , et qu ’ils eussent pu 

ju g e r  par là de son degré d’exactitude. M ais déjà 

M oham m ed Ben M oûçâ lui-m êm e paraît avoir été 

dans une parfaite ignorance à ce su jet; car il m et 

cette valeur, à l’en droit c ité , sur la m êm e ligne avec 

une a u tre , savoir : \ / io  = 3 , 1 6 2 3 ,  qui n’est qu’une 

approxim ation tout à fait grossière, l ’erreu r étant 

de ~  environ. A près avoir proposé les deux v a le u rs , 

il ajoute : ijàju y .  »./¿ixj « tout cela

est voisin l’un de l ’a u tre , » en d’autres term es : «tout 

cela revien t à peu près au m êm e. »
C ette  circonstance con firm erait, s’il en était b e­

soin , la con jectu re  de R osen. que la  valeur - r f r f r  

est d 'origine indienne 1 ; car les Indiens ayant l’ Iia- 

b itud ed e donner sans dém onstrations et sous la form e 

de préceptes absolus les résultats théoriques ou  nu­

m ériques de leurs spéculations m athém atiques et 

astronom iques, il y a lieu de croire  que c’est ainsi 

que le  rapport f-f-frf- ®ta' t Pro Pos  ̂ (*ans Ie Sid- 
d hân ta, traduit sous le  règne d’A lm an çoûr par Al- 

fazàrî, traduction d on t M oham m ed Ben M oûçâ r é ­
digea un abrégé pou r A lm ik n oû n 2.

1 Loc. l a u d .  p . 1 9 6  à 1 9 9 .  l\oscn fait rem arquer notam m ent que 
cette valeu r se retrouve dans la  Lilavati de Bhâskara A tcliàrya , sous

la  form e =
2 V o irC a sir i, I ,  p. /12g.

_  4 |  _
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M ais un m ém oire de M. W iiis h 1 nous apprend, 

d’une m anière exp licite , que la valeur se

tro u ve  d an sM Aryabhattiya. ouvrage d’A rya b h a tta , qui 

v iv a it , d’après le  m êm e m ém oire, au  com m ence­

m en t du vic siècle de n otre  è re , tandis que Cole- 

brooke et M. Lassen sont disposés à recu ler encore 

davantage l’époque de la vie de cet astronom e, et à 

le  p lacer au iu° ou iv° siècle de n otre  è r e 2. E n  o u tre , 

M. W hish  m entionne expressém ent que Aryabhatta 

ne rend com pte en aucun e façon de la  m anière dont 
il a obtenu  la va leu r q u ’il donne.

O n ne doit donc pas s’étonner que les astronom es 

arabes aient mis une certaine hésitation à em ployer 

p o u r une desconstantesfondam entales des m athém a­

tiques une va leu r de provenan ce douteuse, et qu ’ils 

aient préféré d éterm in er cette valeur eux-m êm es. 

O n peut seulem ent regretter qu’ils ne se soien t pas 

servis pou r cela  de la m éthode d’A rch im è d e, qui 

leu r aurait perm is d’arriver à une plus grande p ré­

cision. C ’est ainsi qu ’un géom ètre du xviii0 siècle a 

retrou vé précisém en t le  rap p ort 3 , i /i i 6 =  H ir K  - 

en  inscrivant au cercle  le p o lyg on e régu lier de 76 8  

cô tés, c ’e s t-à -d ire  en ajoutant trois nouvelles 

bissections aux quatre bissections d’A rch im è d e; 

c’est d e  cette m anière aussi q u e les Indiens auraient 

trou vé, d’après la con jectu re d’u n  savant italien, 

P . F ra n ch in i, la m êm e v a le u r; opinion partagée

1 Transactions o f  llic Royal Asiatic Society o f  Grcat-Britain anil 
Ireland, vo l. I l l , London  , 18 3 1, in-/i°, p. 5 o g  c ts u iv .

2 O olebrooke, Miscellaneous essays. L o n d o n , 18 3 7 .1 . I I , p. /171 
à /177. L a s s e n , ¡ndische AItertlmmskunde, t. II  (B o n n ,1 8 4 9 ) ,p. 1 1 33 

à 1 1 3 6 .
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par iVJ. C h a sle s1, c l  ém ise aussi par l\J. W liish  dans 
le  m ém oire ci-dessus cilé.

V I.

A van t de term iner je  ferai rem arquer encore une 

particularité de la notation n um érique em ployée 

pour écrire  les nom bres qui figurent dans le  texte 
ci-dessus. C es nom bres sont exprim és en partie par 

les letlres num érales et en partie par les chiffres in­

diens. O n s’explique toutefois cette  bizarrerie appa­

rente. Ainsi que je  l ’ai m ontré dans un autre tra­

v a il2, les astronom es arabes ne se sont pas servis 

des chiffres indiens dans les tables et dans les calculs 

où ils em ployaient les parties sexagésim ales; mais ils 

le u r  ont préféré les lettres de l ’a lphabet num éral. 

Il paraît qu ’ils trouvaient à ces dern ières, pou r cet 

usage, l ’avantage d’une plus grande b rièveté . C ’est 

conform ém ent à cette coutum e que les fractions 

sexagésim ales sont exprim ées p ar les lettres num é­

rales dans le m an uscrit de M. Scheffer. M ais p o u r la 

partie en tière d e c e s  n o m b res, ce m an uscrit paraît 

p rou ver qu ’on a com m encé à exp rim er les entiers 

par les chiffres indiens avec valeur de position,

' Voy. Aperçu historique sur l'origine cl. le développement (les mé­
thodes eu géométrie. Bruxelles, 1887, in-40, p. ig  1 .Comparer Ayeen 
A h h n j, or Ihe Inslitutes o f  tlie Emperor Ahher, translated front ihe 
original l’ersian by Francis Gladwin, in Iwo volumes. London, 
1800, vol. I l , p. 347.

2 S ur l'introduction de l'arithmétique indienne en Occident c l sur deux  
documents importants publiés par le prince Don ISiilthasarlSoncompaijni, 

' t relatifs à ce point de l'histoire des sciences. Borne, i85g, p. 5/i.
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une fois qu ’on s'étail bien fam iliarisé avec cette der­

nière notation ; c ’est p rob ab lem en t p arce  que la par 
lie en tière des nom bres p ouvait s’é leve r à une gran­

d eu r q u elco n q u e, tandis que la notation sexagési­

m ale alphabétique n’em ployait p rop rem en t aucun 

n om bre sup érieu r à 5 g . 11 est vrai qu ’on savait ex­

prim er, au m oyen  des lettres, des nom bres plus 

grands, et m êm e aussi grands qu ’on vo u la it, soit en 

em ployant un plus grand n om b re de lettres n um é­

rales, com m e ou le  faisait, par exem p le, pour les 

arcs qui em brassent toute la c ircon féren ce, tels que 

lesrectascen sions et. les lo n gitu d es, où l’on se servait 

des lettres num érales ju sq u ’à 3 o o  (u^), so iten  créant 

des unités nouvelles pou r les puissances ascendantes 

de soixan te, des sexagènes. M ais ce d ern ier m oyen 

perm ettait m oins b ien  de saisir d’un seul coup d’œil 

la gran d eu r absolue de la partie en tière , et l’on peut 
croire que c’est pou r cette raison qu ’on  l’a rem placé 

plus tard par la notation indienne.

Les astronom es arabes, dans le u r  notation sexa­

gésim ale littérale , ne pon ctuaien t habituellem ent 

que le  noûn, parce q u e cela suffisait pou r éviter la 

con fusion , les autres des quatorze lettres em ployées 

étant distinguées les unes des autres, soit par leur 

fo rm e, soit par la place q u e lle s  devaient occuper. 

C ette  particularité est observée aussi dans le  m a­

nuscrit de M . S ch effer; mais pour l’im pression j ’ai 

pensé qu ’il valait m ieux ren dre aux lettres num érales 

leurs points diacritiques.

F I N .
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